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摘要　 针对接触压力分布不均导致机械零部件过早失效的问题，提出了一种非一致网格接触修形新方法。 基于单

元形函数和“虚拟节点”建立了非一致网格接触节点之间的力学关系，推导得到了节点修形量与接触压力之间的数学方

程，提出了一种通过最小化最大接触压力求解修形量的极小极大模型，并根据其数学特点将该模型转换为线性规划模

型，提高了修形量计算的效率和全局收敛性。 通过三个弹性接触修形实例，验证了该方法对一般弹性接触修形问题的适

用性和有效性。
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０　 引言

　 　 轴承、齿轮、螺纹等基础零部件对整机的安全性和

稳定性起着重要的作用。 接触压力分布不均是造成此

类零部件过早失效的重要原因之一。 以轴承为例，滚
子在外载荷作用下会压入滚道一微小的深度，位于滚

子端部外侧的滚道处于拉伸状态，滚子端部的接触压

力明显高于中间部位，这种现象称为“边缘效应”。 此

现象导致滚子端部和滚道两侧过早地产生疲劳破坏。
通过对接触交界面微量修形改善接触压力分布是有效

提高零部件的强度和可靠性的重要措施之一。 ２０ 世

纪 ３０年代，ＬＵＮＤＢＥＲＧ Ｇ［１］２０１⁃２１１ 在赫兹接触理论的

基础上，提出了一种改善轴承滚子接触母线压力分布

的对数母线修形设计方法。 ＲＡＭＵ Ｂ 等［２⁃３］证明了对

数修形曲线能够产生比较均匀的接触压力，有效消除

“边缘效应”现象。 ＳＨＥＶＣＨＥＮＫＯ Ｓ 等［４］采用滚子母

线凸圆弧、滚道母线凹圆弧的方式对某单列圆锥滚子

进行修形，也在一定程度上降低了轴承的接触压力峰

值。 ＷＵ Ｚ等［５］基于滚子角度偏差建立了两种对数凸

度模型，结果表明，这两种模型在保证接触特性的条件
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下能够有效消除“边缘效应”现象。 ＴＵＤＯＳＥ Ｌ等［６］在

特定的轴承载荷范围内，提出了一种求解圆柱轴承滚

子最佳轮廓的方法。 吴东磊［７］采用遗传算法对非对

称滚子母线修形，得到了最佳非对称对数修形曲线。
王文杰等［８］通过分析偏载系数对接触压力的影响，发
现在特定工况下存在最优的偏载系数，能够有效降低

接触应力，提高偏载工况下轴承的疲劳寿命。 沈海涛

等［９］将接触应力方差作为目标函数，采用遗传优化算

法和对数母线修形法求解修形量，其遗传迭代数会对

计算结果产生很大的影响。 以上研究都是针对特定条

件下的具体零部件，通过预先假设的轮廓曲线，经多次

迭代计算后求出精确修形量，并未形成通用的求解一

般弹性接触问题修形量的方法。 对于复杂的弹性接触

问题，无法通过已知的特征曲线直接得到最佳的修形

结果。
接触交界面修形实际上是一个节点与几何曲线无

法确定的非线性拓扑优化问题。 一般采用有限元方法

作为结构修形分析的工具，结构简单的接触构件容易

实现接触区域网格之间的相互对齐，但是复杂接触交

界面的网格划分很难实现接触节点严格对齐，无法直

接描述接触节点之间力与位移的关系。 本文基于弹性

接触力学本质以及有限元理论，提出了一种通用的基

于单元形函数的非一致网格接触修形新方法。 通过形

函数推导出接触节点之间力和位移的关系，以最小化

最大接触压力为目标求解修形量。

１　 非一致网格节点对应关系

　 　 图 １ 所示为三维构件非一致网格接触示意。 由

图 １可知，上、下构件的单元网格明显未对齐，从中选

取接触区域的一个单元进行分析，如图 ２所示。

图 １　 三维构件非一致网格接触示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｍｅｓｈ ｃｏｎｔａｃｔ ｏｆ ３Ｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

图 ２所示的节点 １、２、３、４ 属于下构件，上构件在

这 ４个节点围成的四边形区域内存在一个接触节点

Ｑ。 定义由节点 １、２、３、４ 围成的四边形区域为下构件

接触交界面单元，上构件节点 Ｑ 在该单元上的法向投

影为一个“虚拟节点” ｑ，它属于下构件的接触交界面

单元，与节点 １、２、３、４ 之间的位移和内力关系采用单

元形函数进行描述。

图 ２　 非一致网格接触局部示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｌｏｃａｌ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｍｅｓｈ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ

根据有限元法分析理论，可以得到节点 ｑ 与节点

ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 之间法向位移的关系为

ｕｑ ＝ ［Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３，Ｎ４］［ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４］ Ｔ ＝ ＮＴｑｕ （１）
其中，
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式中， Ｎｑ 为关于节点 ｑ 的形状函数矩阵［１０］；ｕ 为下构

件接触交界面单元节点的法向位移向量。
假设上构件施加在虚拟节点 ｑ 上的法向节点载荷

为 ｆｑ， 可以等效分配到节点 ｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 的节点

力为

ｆ ＝ ｆ１， ｆ２， ｆ３， ｆ４[ ] Ｔ ＝ － ｆｑＮｑ （３）
式中，ｆ 为下构件接触交界面单元节点的节点力向量。

２　 非一致网格弹性接触修形方法

２􀆰 １　 修形量与接触压力之间的关系

　 　 以图 ３所示弹性⁃弹性接触模型为例，假设构件 α
接触节点个数为 ｍ，构件 β 接触单元节点个数为 ｎ。
上、下构件刚度矩阵 Ｋ、各节点位移 ｕ 和节点力 ｆ 之间

的力学关系为

图 ３　 非一致网格接触模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｎｏｎ⁃ｕｎｉｆｏｒｍ ｍｅｓｈ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ
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式中，上标 α、β分别表示构件 α和构件 β；下标 Ｉ、Ｂ、Ｃ
分别表示内部自由 度 （ Ｉｎｎｅｒ Ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ Ｆｒｅｅｄｏｍ，
ＩＤＯＦｓ）、位移约束自由度（Ｂｏｕｎｄａｒｙ ＤＯＦｓ）和接触自

由度（Ｃｏｎｔａｃｔ ＤＯＦｓ）。
为了实现两构件接触节点的相互对应，对构件 α

进行接触载荷分解，即将接触载荷从虚拟节点分配到

构件 β 的对应交界面单元节点，方程组 （ ４）可改

写为　
ＫαＩＩ ＫαＩＢ ＫαＩＣ ０ ０ ０

ＫαＢＩ ＫαＢＢ ＫαＢＣ ０ ０ ０

ＮＫαＣＩ ＮＫαＣＢ ＮＫαＣＣ ０ ０ ０

０ ０ ０ ＫβＣＣ ＫβＣＢ ＫβＣＩ
０ ０ ０ ＫβＢＣ ＫβＢＢ ＫβＢＩ
０ ０ ０ ＫβＩＣ ＫβＩＢ ＫβＩＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｕαＩ
ｕαＢ
ｕαＣ
ｕβＣ
ｕβＢ
ｕβＩ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

＝

ｆ αＩ
ｆ αＢ
Ｎｆ αＣ
ｆ βＣ
ｆ βＢ
ｆ βＩ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５）
式中，Ｎ 为由下构件所有虚拟节点的形状函数矩阵组

成的矩阵。
假设位移约束边界固定，即 ｕαＢ ＝ ０、ｕβＢ ＝ ０，删除方

程组（５）中对应的行、列，整理后可得

ＫαＩＩ ＫαＩＣ ０ ０

ＮＫαＣＩ ＮＫαＣＣ ０ ０

０ ０ ＫβＣＣ ＫβＣＩ
０ ０ ＫβＩＣ ＫβＩＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｕαＩ
ｕαＣ
ｕβＣ
ｕβＩ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

＝

ｆ αＩ
Ｎｆ αＣ
ｆ βＣ
ｆ βＩ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６）

　 　 由式（３）可得施加在构件 α 接触节点上的法向节

点载荷等效分配到构件 β接触节点的节点力为

ｆ βＣ ＝ － Ｎｆ αＣ （７）
　 　 将方程组（６）中第 ２ 个方程与第 ３ 个方程相加，
可得

ＫαＩＩ ＫαＩＣ ０ ０

ＮＫαＣＩ ＮＫαＣＣ ＫβＣＣ ＫβＣＩ
０ ０ ＫβＩＣ ＫβＩＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｕαＩ
ｕαＣ
ｕβＣ
ｕβＩ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

＝
ｆ αＩ
０
ｆ βＩ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

（８）

　 　 假设只对构件 α 修形，由式（１）可得到构件 α 接

触节点修形量 ｄ ＝ ＮＴｕβＣ － ｕαＣ 。 将其代入方程组（８）
可得

ＫαＩＩ ＫαＩＣ ０ ０

ＮＫαＣＩ ＮＫαＣＣ ＫβＣＣ ＫβＣＩ
０ ０ ＫβＩＣ ＫβＩＩ
０ －Ｅ ＮＴ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｕαＩ
ｕαＣ
ｕβＣ
ｕβＩ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

＝

ｆ αＩ
０
ｆ βＩ
ｄ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（９）

　 　 根据方程组（９）中第 １、２、４ 个方程可得位移向量

ｕαＩ 、ｕαＣ 与 ｕβＩ 的数学关系式，即

ｕαＩ ＝ Ｋα
－１

ＩＩ ｆ αＩ － ＫαＩＣｕαＣ( ) （１０）
ｕαＣ ＝ ＮＴｕβＣ － ｄ （１１）

ｕβＩ ＝ Ｋβ
－１

ＩＩ ｆ βＩ － ＫβＩＣｕβＣ( ) （１２）
　 　 将式（１０） ～式（１２）代入方程组（９）中的第 ３ 个方

程，得到构件节点接触自由度位移向量 ｕβＣ 与修形量 ｄ
之间的关系为

ｕβＣ ＝ ｕ
～
Ｃ ＋Ｋ

～
３ｄ （１３）

式中，

ｕ～Ｃ ＝ （Ｋ
～
１ ＫαＩＣＮＴ ＋Ｋ

～
２ＫβＩＣ － ＮＫαＣＣＮＴ －

ＫβＣＣ）
－１（Ｋ

～
１ ｆ αＩ ＋Ｋ

～
２ ｆ βＩ ） （１４）

Ｋ
～
３ ＝ （Ｋ

～
１ＫαＩＣＮＴ ＋Ｋ

～
２ＫβＩＣ － ＮＫαＣＣＮＴ －

ＫβＣＣ）
－１（Ｋ

～
１ＫαＩＣ ＋ ＮＫαＣＣ） （１５）

Ｋ
～
１ ＝ ＮＫαＣＩＫα

－１

ＩＩ

Ｋ
～
２ ＝ ＫβＣＩＫβ

－１

ＩＩ

　 　 将式（１３）代入式（１２），得到下构件节点无约束自

由度位移向量 ｕβＩ 与修形量 ｄ 之间的关系为

ｕβＩ ＝ ｕ
～
Ｉ ＋Ｋ

～
４ｄ （１６）

式中，

ｕ～Ｉ ＝ Ｋβ
－１

ＩＩ （ ｆ βＩ － ＫβＩＣ ｕ
～
Ｃ） （１７）

Ｋ
～
４ ＝ － Ｋβ

－１

ＩＩ ＫβＩＣＫ
～
３ （１８）

　 　 由方程组（６）的第 ３个方程可得

ｆ βＣ ＝ ＫβＣＣｕβＣ ＋ ＫβＣＩｕβＩ （１９）
　 　 将式（７）、式（１３）、式（１６）代入式（１９），可得构件

α的接触节点力 ｆ αＣ 与修形量 ｄ 的关系为

ｆ αＣ ＝ － Ｎ －１（ＫβＣＣｕβＣ ＋ ＫβＣＩｕβＩ ） ＝ ｆ
～
Ｃ ＋Ｋ

～
５ｄ （２０）

其中，

ｆ
～
Ｃ ＝ － Ｎ －１ ＫβＣＣ ｕ

～
Ｃ ＋ ＫβＣＩ ｕ

～
Ｉ( ) （２１）

Ｋ
～
５ ＝ － Ｎ －１ ＫβＣＣＫ

～
３ ＋ ＫβＣＩＫ

～
４( ) （２２）

式中， ｆ
～
Ｃ为构件 α修形前的节点接触力向量； Ｋ

～
５ 为接

触节点单位修形量引起的节点接触力变化量。
接触压力向量 ｐＣ 与节点接触力向量 ｆ αＣ 之间的关

系可以表示为
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ｆ αＣ ＝ ＡｐＣ （２３）
其中，Ａ 为接触力分解的系数矩阵，可表示为

Ａ ＝

ａ１１ … ａ１ｊ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ａｉ１ … ａｉｊ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａｍ１ … ａｍｊ … ａｍｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ａｉｊ ＝
０ ｉ∉ ｊ
Ｎ ｊ

ｉ（ＧＣ）Ａ ｊ ｉ∈ ｊ{
式中， ｉ∈ ｊ为节点 ｉ 属于接触交界面单元 ｊ；Ａｊ 为接触交

界面单元 ｊ 的面积或长度； Ｎｊ
ｉ（ＧＣ） 为在接触交界面单

元 ｊ 内，单元 ｊ 的几何中心 ＧＣ对应的节点 ｉ 的形函数。
２􀆰 ２　 基于极小极大模型的线性规划模型

　 　 以构件 α各接触节点的接触压力为目标，建立的

极小极大模型表示为

ｍｉｎ ｍａｘ（ｐＣ）
ｓ． ｔ． ＡｐＣ ≥ ０{ （２４）

　 　 该约束方程表示接触构件之间存在不可侵入条

件。 极小极大模型通过控制最危险点的安全性以提高

整体安全性。 但其本质上属于多目标规划范畴，数学

上的非线性和不可微性影响求解的效率及收敛性。 因

此，将该模型转化为存在全局最优解的线性规划模型：
ｍｉｎ ｐ^ ＝ ｍｉｎ ｍａｘ（ｐｉ）

ｓ． ｔ． ｆ
～
Ｃ ＋Ｋ

～
５ｄ≥ ０

　 　 Ｋ
～
５ｄ － Ａｐ^≤－ ｆ

～
Ｃ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２５）

式中， ｐｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ） 为构件 α的节点接触力。 第 １
个约束条件为构件 α 每个接触节点的节点力不小于

零，第 ２个约束条件为构件 α 每个接触节点的接触压

力都不大于 ｐ^ 。 该模型在数学上与极小极大模型式

（２４）是完全等价的，但可以通过成熟的线性规划算法

进行高效求解。
２􀆰 ３　 修形步骤

　 　 上文阐述了非一致网格接触修形的优化模型，该
算法的具体实施步骤如下：

１）对原始结构进行有限元分析，通过第 ２节方法求

出可表示接触构件之间的节点关系的形状函数矩阵 Ｎ。
２）对结构进行总刚度矩阵的装配，并构造方程组

（６）中对应接触自由度、内部自由度、位移约束自由度

的分块矩阵。
３）通过式（１５）、式（１８）、式（２２）分别计算刚度矩

阵 Ｋ
～
３、Ｋ

～
４、Ｋ

～
５，并通过式（１４）、式（１７）、式（２１）计算出

未修形的节点力向量 ｆ
～
Ｃ。

４）通过式（２５）所定义的线性规划模型求解接触

节点的修形量。
５）将修形量施加于原始结构模型，校核验证修形

结果。

３　 数值案例

　 　 为验证本文所提出的非一致网格交界面修形方法

的适用性，本节给出了 ３个弹性接触修形实例。
３􀆰 １　 平面接触问题

３􀆰 １􀆰 １　 弹性⁃弹性静定结构接触模型

　 　 如图 ４ 所示，两弹性板相接触，弹性模量 Ｅ ＝
２００ ＧＰａ，泊松比 ν ＝ ０􀆰 ３。 对上弹性板施加辅助约

束，使其不产生 ｘ 方向的刚性位移，对下弹性板底部施

加全约束。 在上弹性板右侧上表面施加 ｐ ＝ ２５０ Ｎ ／ ｍｍ
竖直向下的均布载荷。 在 Ａｂａｑｕｓ 软件中采用平面应

力单元 ＣＰＳ４Ｒ对构件进行网格划分，上弹性板接触节

点为 ３０个，下弹性板接触节点为 ３１个，单元网格存在

明显的错位。

图 ４　 静定结构接触模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｔａｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ

通过优化模型计算出上弹性板接触节点的修形

量 ｄ，如图 ５所示。 由图 ５可以看出，弹性板两端的修

形量明显大于中部位置。

图 ５　 上弹性板接触节点修形量曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ ｎｏｄｅ ｏｆ ｕｐｐｅｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｌａｔｅ

将修形量施加到上弹性板上，修形前后接触区域压

力分布对比如图 ６所示。 由图 ６可以看出，修形前上弹
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性板接触压力的整体趋势为从左向右逐渐增大，接触压

力曲线的两侧形状产生突变，出现了“边缘效应”，最大

接触压力达到了 ６１８􀆰 ８ ＭＰａ。 修形后上弹性板左端节

点与下弹性板存在间隙或处于临界接触状态，接触压力

为 ０，其余位置接触节点压力维持在 ２５０ ＭＰａ，较修形前

降低了 ５９􀆰 ６％，消除了应力集中现象。

图 ６　 修形前后上弹性板接触压力分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｕｐｐｅｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｌａｔｅ
ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

修形前后结构 Ｍｉｓｅｓ应力分布分别如图 ７、图 ８ 所

示。 修形前接触区域两端出现应力集中现象，应力最

大值为 ６７５􀆰 ７ ＭＰａ。 修形后接触区域的应力集中现象

消失，上弹性板左端应力大小为 ０，其余位置应力基本

实现均匀分布，最大应力较未修形前降低了 ６１􀆰 ９％，
达到了修形的效果。

图 ７　 修形前结构 Ｍｉｓｅｓ应力云图

Ｆｉｇ． ７　 Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｂｅｆｏｒｅ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

图 ８　 修形后结构 Ｍｉｓｅｓ应力云图

Ｆｉｇ． ８　 Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｆｔｅｒ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

３􀆰 １􀆰 ２　 弹性⁃弹性超静定结构接触模型

　 　 如图 ９ 所示的两弹性薄板相接触，弹性模量

Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，泊松比 ν ＝ ０􀆰 ３。 在上弹性板施加图 ９
所示的外载荷 Ｆ ＝ ２ １００ Ｎ，上弹性板约束 ｘ 方向自由

度，下弹性板底部全约束。 在 Ａｂａｑｕｓ中采用平面应力

单元 ＣＰＳ４Ｒ对构件进行网格划分，其中上弹性板接触

节点为 １１个，下弹性板接触节点为 １２个，单元网格存

在明显的错位。

图 ９　 超静定结构接触模型

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图 １０所示为上弹性板各接触节点的修形量，因上

弹性板最右侧接触节点的接触压力最大，所以该节点

的修形量也达到了最大值。

图 １０　 接触节点修形量曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｎｏｄｅ

将所求修形量施加于上弹性板，修形前后接触区

域压力分布对比如图 １１ 所示。 由图 １１ 可以看出，修
形前上弹性板右端出现“边缘效应”，导致此处接触压

力明显高于其他部位，最大接触压力达到 ２２０􀆰 １ ＭＰａ。
修形后上弹性板“边缘效应”消失，且接触节点压力维

持在 １０５ ＭＰａ，较修形前最大接触压力降低了 ５２􀆰 ３％。
修形前后结构 Ｍｉｓｅｓ应力分布分别如图 １２、图 １３

所示。 未修形时，上弹性板右端接触区域出现应力集

中，应力最大值为 ２３９􀆰 ５ ＭＰａ。 修形后上弹性板接触

区域的应力集中现象消失，应力值维持在 １０７􀆰 １ ＭＰａ，
最大应力较修形前降低了 ５５􀆰 ９％。
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图 １１　 修形前后上弹性板接触压力分布

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｕｐｐｅｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｌａｔｅ
ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

图 １２　 修形前结构 Ｍｉｓｅｓ应力云图

Ｆｉｇ． １２　 Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｂｅｆｏｒｅ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

图 １３　 修形后结构 Ｍｉｓｅｓ应力云图

Ｆｉｇ． １３　 Ｍｉｓｅｓ ｓｔｒｅｓｓ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ａｆｔｅｒ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ

３􀆰 ２　 空间接触问题

　 　 以单个圆柱滚子与弹性板接触为例，在均载情况

下，对本文修形方法与传统 ＬＵＮＤＢＥＲＧ Ｇ［１］ ２０１⁃２１１ 的

工程对数曲线修形方法进行对比修形研究［１１］。
如图 １４所示，一个直径为 ２０ ｍｍ、长度为 ２７ ｍｍ

的圆柱滚子和一个尺寸为 ４５ ｍｍ × ３０ ｍｍ × ５ ｍｍ的

弹性板相接触，两弹性板的弹性模量 Ｅ ＝ ２００ ＧＰａ，泊
松比 ν ＝ ０􀆰 ３。 在 Ａｂａｑｕｓ软件中采用 ８节点线性实体

单元 Ｃ３Ｄ８ 分别对两构件进行网格划分，网格尺寸为

１ ｍｍ，在滚子的母线上施加 ｐ ＝２ ０００ Ｎ ／ ｍｍ竖直向下

的均布载荷，其接触区域的有限元模型如图 １４ 所示，
单元网格存在明显的错位。

通过本文修形方法和传统 ＬＵＮＤＢＥＲＧ Ｇ 的方

法［１］ ２０１⁃２１１ 得到的修形量如图 １５ 所示。 由图 １５ 可以

看出，两种方法在滚子两端处的修形量大于中间部位，
并且传统 ＬＵＮＤＢＥＲＧ Ｇ 的方法［１］２０１⁃２１１ 在滚子两端的

图 １４　 空间接触有限元模型

Ｆｉｇ． １４　 Ｓｐａｃｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

图 １５　 两种方法接触节点修形量

Ｆｉｇ． １５　 Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ ｎｏｄｅｓ ｂｙ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

修形量明显大于本文修形方法所求的修形量。
将两种修形方法所求得的修形量施加于圆柱滚

子，得到如图 １６ 所示的接触压力对比曲线。 由图 １６
可以看出，修形前接触压力最小值为 １９８􀆰 ９ ＭＰａ，由于

“边缘效应”，滚子两端接触压力明显增大，达到了

２３６􀆰 ２ ＭＰａ。 采用传统 ＬＵＮＤＢＥＲＧ Ｇ 的方法［１］２０１⁃２１１

修形后，有效降低了最大接触压力，但是由于端部修形

量过大，导致滚子两端接触压力明显低于中部。 采用

本文方法修形后，不仅降低了最大接触压力，各节点接

触压力也实现均匀分布。

图 １６　 两种方法修形后接触压力对比

Ｆｉｇ． １６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔａｃｔ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ａｆｔｅｒ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎ
ｂｙ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

通过对比两种修形方法的接触压力可知，传统
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ＬＵＮＤＢＥＲＧ Ｇ方法［１］ ２０１⁃２１１ 可以消除“边缘效应”，但
是无法实现接触压力的均匀分布。 而本文修形方法不

仅可以更有效地降低接触压力峰值，消除 “边缘效

应”，而且能够保证接触面上获得最佳的接触压力分

布。 因此，本文所述方法具有更好的修形效果。

４　 结论

　 　 本文基于形函数推导出构件之间接触节点的对应

关系，并通过修形量与接触压力之间的数学关系建立

了极小化极大接触压力的非一致网格接触修形方法，
通过理论推导与实例分析可得以下结论：

１）采用形函数法解决了非一致网格接触节点无

法一一对应的问题，并通过算例验证了其应用在非一

致网格接触修形上的有效性。
２）本文所提方法无须预先假定修形轮廓曲线，可

直接通过极小化接触压力求得精确修形量，具有很好

的通用性。
３）本文所提方法克服了传统修形方法需要反复

迭代、计算量大的不足，仅需一次结构分析和低阶线性

规划问题的求解便可得到修形量，有效提高了计算

效率。
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